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Resumo

Este trabalho visa apresentar a Lei dos Grandes Nuimeros, que é um teorema fundamental
da Probabilidade. Concisamente esta Lei nos diz que a média aritmética dos resultados da
realizacao da mesma experiéncia repetidas vezes tende a se aproximar do valor esperado
a medida que mais tentativas se sucederem. A principio introduzimos o trabalho apresen-
tando alguns conceitos iniciais de Probabilidade, como os Espacos de Probabilidade, as
Variaveis Aleatérias, a Desigualdade de Tchebyshev e o Lema de Borel-Cantelli, que sao
assuntos base para a demonstracao do nosso tema principal. Por fim, apresentamos a Lei
dos Grandes Numeros, com suas duas versoes que se separam pelo tipo de convergéncia
utilizado. Elas sdo a Lei Fraca dos Grandes Numeros, que utiliza a Convergéncia em
Probabilidade, e a Lei Forte dos Grandes Ntuimeros, onde se aplica a Convergéncia Quase
Certa.

Palavras-chave: Probabilidade. Lei dos Grandes Ntmeros. Lei Fraca. Lei Forte.



Abstract

This work aims to present the Law of Large Numbers, which is a fundamental theorem
of probability. Concisely this Law tells us that the arithmetic mean of the results of the
performing the same experiment over and over tends to approximate the expected value
as more attempts are made. At first, we introduce the work by presenting some initial
concepts of Probability, such as Probability Spaces, Random Variables, the Chebyshev
Inequality and the Borel-Cantelli Lemma, which are basic subjects for the demonstration
of our main theme. Finally, we present the Law of Large Numbers, with its two versions
that are separated by the type of convergence used. They are the Weak Law of Large
Numbers, which uses Convergence in Probability, and the Strong Law of Large Numbers,

where Almost Certain Convergence applies.

Keywords: Probability. Law of Large Numbers. Weak Law. Strong Law.
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Capitulo 0

Introducao

A Lei dos Grandes Numeros versa que a média aritmética dos resultados da realizacao
da mesma experiéncia repetidas vezes tende a se aproximar do valor esperado a medida
que mais tentativas se sucederem. Ela foi mencionada pela primeira vez pelo matemético
italiano Gerolamo Cardano (1501 — 1576), quando afirmou que a precisao das estatisticas
empiricas tende a melhorar a medida que o nimero de tentativas aumenta, embora sem
qualquer prova rigorosa. Mais tarde, Jacob Bernoulli (1654 — 1705) levou mais de vinte
anos para desenvolver uma demonstra¢do completa em sua obra “Ars Conjectandi” (A
Arte da Conjectura) em 1713, chamando-o de “Teorema Dourado”, apesar de se tornar
mais conhecido como “Teorema de Bernoulli”. Em 1835, o matematico francés Siméon
Denis Poisson (1781 — 1840) descreveu em detalhes A Lei dos Grandes Nimeros, que veio
aperfeicoar a teoria.

Depois de Bernoulli e Poisson, outros autores também contribuiram para o aperfeico-
amento desta lei, incluindo Pafnuti Chebyshev, Andrei Markov, Emile Borel, Francesco
Paolo Cantelli, Andrei Kolmogorov, Vladimir Vapnik, Alexey Chervonenkis e Aleksandr
Khinchin. Com isso, surgiram duas formas da Lei dos Grandes Numeros. Uma ¢é a cha-
mada de “Lei Fraca dos Grandes Numeros” e a outra de “Lei Forte dos Grandes Niumeros”.
Estas nao sao leis diferentes, mas maneiras diferentes de representar a convergéncia da
probabilidade medida para a probabilidade real. Em particular, a Lei Forte implica a Lei
Fraca.

Inicialmente, a Lei dos Grandes Nuimeros baseou-se no conceito frequencista de proba-
bilidade, em que as probabilidades sao estabelecidas a posteriori, com base nos resultados
observados pela realizacao de experiéncias aleatérias. Neste conceito, a probabilidade de
ocorréncia de um acontecimento A, de uma experiéncia aleatéria, é associada a frequéncia
relativa com que esse acontecimento é observado, ou seja,

P(A) = f(A4) = =,
n
em que f,.(A) representa a frequéncia relativa do acontecimento A, n 4 representa o niimero

de vezes que se observou o acontecimento A e n representa o nimero de vezes em que se
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repetiu a experiéncia aleatoria.

Foi através da Lei dos Grandes Numeros, formulada por Bernoulli, que se relacionou
o conceito frequencista de probabilidade com o conceito classico de probabilidade: para
um grande numero de experiéncias, tendo cada uma um resultado aleatoério, a frequéncia
relativa de cada um desses resultados tende a estabilizar, convergindo para um certo
nimero que constitui a probabilidade desse resultado.

A Lei dos Grandes Numeros é muito utilizada em varios experimentos cientificos e
também em areas como agricultura, economia, engenharia e diversas outras. Ela expoe a
importancia do uso de algumas técnicas estatisticas na realizacao de experimentos, como
a amostragem, que calcula o nimero de vezes que um experimento deve ser repetido para

que se obtenha um valor que realmente represente a populacao de estudo.



Capitulo 1

Conceitos Iniciais de Probabilidade

Neste capitulo, vamos analisar alguns conceitos introdutérios necessarios para a compre-
ensao do presente trabalho. Inicialmente, estudaremos a definicio moderna de Probabi-
lidade e suas propriedades basicas. Depois, definiremos as variaveis aleatorias, além de

apresentarmos a Desigualdade de Tchebyshev e o Lema de Borel-Cantelli.

1.1 Espacos de Probabilidade

Defini¢ao 1.1 (Experimento Aleatério). Os experimentos que repetidos sob as mesmas
condigcoes geram resultados que ndao podem ser previstos com certeza sao chamados de

experimentos aleatorios.
Exemplo 1.1. Sao experimentos aleatdrios:
(i) Langar uma moeda honesta e observar a face superior;
(ii) Langar um dado ndo viciado e observar o nimero de sua face superior;

(1ii) Retirar uma bola ao acaso de uma urna com 20 bolas numeradas de 1 a 20 e observar

o numero retirado.

Os experimentos listados acima possuem um conjunto de possiveis resultados. Esse

conjunto é chamado de espago amostral.

Definigao 1.2 (Espago Amostral). Suponha que um experimento aleatdrio seja realizado
sob certas condicoes fixas. Chamamos de espago amostral o conjunto €2, que é formado

por todos resultados possiveis do experimento.

Exemplo 1.2. Considere o lancamento de uwma moeda ndo viciada de forma aleatoria.

O espago amostral deste experimento é

Q = {Cara, Coroa}.
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Se fizermos o langamento de duas moedas, o espaco amostral serd
Q2 = {Cara, Coroa} x {Cara, Coroa}.

Exemplo 1.3. Considere o lancamento de um dado ndo viciado de forma aleatoria. O

espaco amostral deste experimento é
0=1{1,2,3,4,5,6}.
Se fizermos o lancamento de trés dados, o espago amostral serd
0 ={1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.
Definigao 1.3 (Evento). Um subconjunto A € Q é chamado evento.

Na Probabilidade, muitas notacdes sao resumidas, omitindo alguns detalhes. No
Exemplo 2, se o experimento fosse “considere n lancamentos de uma moeda honesta”,

o espaco amostral seria

Q = {ai,ag,---,a,:a, € {Cara, Coroa}}
= {Cara, Coroa} x {Cara, Coroa} x --- x {Cara, Coroa}

= {Cara, Coroa}".

Além disso, um conjunto pode ser representado descrevendo-o com palavras. Por
exemplo, para representar o evento “Coroa no segundo de dois lancamentos de uma mo-

eda”, a maneira formal seria
A ={(ay,a3) : ay = Coroa}.
Entretanto, para simplificar, denotaremos este evento simplesmente como
A = [Coroa no 2° lancamento].

Definigao 1.4 (o-dlgebra). Uma cole¢ao A de subconjuntos de ) é dita uma o-dlgebra se
(i) Q€ A;
(ii) Se A€ A, entio A® € A;
(iii) Se Ay, Ag, As, ... € A, entao Ej A; € A.
i=1
Uma colec¢ao (ou familia) de subconjuntos é um conjunto de subconjuntos. A palavra
colecao (ou familia) é usada na literatura por estilo, além de ressaltar que se trata de um

conjunto cujos elementos também sao conjuntos. Basicamente, a o-algebra é um conjunto

de subconjuntos de () satisfazendo as trés condi¢oes descritas acima.
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Exemplo 1.4. A = {0, Q} € uma o-dlgebra, chamada de trivial. O conjunto das partes

P(Q) também é uma o-dlgebra.

Exemplo 1.5. Se Q = {a,b,c} entio A = {0, {a},{b,c},{a,b,c}} é uma o-dlgebra, que

nao € nem a trivial, nem a das partes.

Definigao 1.5 (Espago Mensuréavel). Um par (2, A), em que Q é um conjunto e A é uma

o-dlgebra de subconjuntos de ), é chamado de espago mensurdvel.

Vejamos agora a definicdo axiomética de probabilidade. Foi o matematico russo An-
drei Kolmogorov (1903-1987) que axiomatizou a probabilidade em sua obra “Foundations
of the Theory of Probability”. Os Axiomas de Kolmogorov, como sdo chamados, foram
estabelecidos em 1933 e estabelece que eventos sao representados por conjuntos e proba-

bilidade é apenas uma medida padronizada definida nesses conjuntos.

Definicao 1.6 (Definicio Axiomatica de Probabilidade). Uma probabilidade P em um

espaco mensurdvel (2, A) € uma fungio P: A — R que satisfaz:
(i) P(A) > 0,VA€A;

(ii) Se Ay, As, As, ... € A sao disjuntos, entdo
P(UAi): S R4,
i=1 i=1

(iii) P(Q) = 1.

Defini¢ao 1.7 (Espaco de Probabilidade). A uma terna (Q,A,P) chamamos de espago
de probabilidade.

Note que, pela Definicdo (IH), uma probabilidade P é uma fungao cujo dominio é
A, e nao . Isto quer dizer que atribuimos probabilidades a subconjuntos de €2, nao
a elementos de Q. E verdade que podemos atribuir probabilidade a um subconjunto
unitario de €2, que seria identificado com seu elemento, porém nem sempre isso é possivel.
No Exemplo (), poderiamos atribuir uma probabilidade para o evento {a}, mas nao é
possivel atribuir uma probabilidade ao evento {b}, pois este ndo pertence a o-algebra A.
Além disso, quando lidamos com uma o-algebra A associada a uma probabilidade P, é

costume chamar os elementos de A de eventos.

Definigao 1.8. Sejam A e A,,n € N, conjuntos. Denotamos A, /A e dizemos que A,

cresce para A, se

AnCAn+1,Vn€N,6A: U

+
i=1

T A

Analogamente, definimos A, \y A (A, decresce para A) se
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+o0
AnDAn+1, VHEN, e A= ﬂ Az
i=1

A seguir, apresentaremos algumas propriedades importantes da probabilidade.

Proposicao 1.1. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade e sejam A, B, Ay, As,... € A.

Entao,

(i) P(0)

(i) Se Ay, As,..., A, € A sdo disjuntos, entao
P(UAi): S R4,
i=1 i=1

(iii) Se A C B, entio P(B) =P(A) +P(B — A);

0;

(i) P(AY) =1 —P(A);

(v) P(A) < 1,VA € A;

(vi) (Monotonicidade da Probabilidade) Se A C B, entio P(A) < P(B);
(vii) (Continuidade da Probabilidade) Se A; S A, entao P(A;) / P(A);
(viii) (Continuidade da Probabilidade) Se A; \, A, entao P(A;) \ P(A).

Omitiremos as demonstragoes das propriedades acima. Elas poderao ser encontradas
em (H'HAN()(), -)(r)«]),

Proposigao 1.2 (Subaditividade). Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Se Ay, A,,

. € A sdo eventos quaisquer, entdo,

+oo +oo
p( U Ai): " P(A,)
i=1 i=1
Demonstracao. Para demonstrar esta proposicao, vamos definir conjuntos que sejam dis-

juntos e cuja uniao seja igual a unido dos conjuntos A;. Sejam

Blel
B2:A2_Al
BgZAg—(AlLJAQ)

B,=A,— (A{UAU..UA,_))
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i—1
Observe que B; = A; — |J A;, para todo i = {1,2,3,...}. Logo, os conjuntos B; sao
j=1
disjuntos e a uniao ¢é igual a unido dos conjuntos A;.
Como B; C A;, pelo item (vi) da Proposicao () temos que P(B;) < P(4;), Vi. Além
+00

+o0o
disso, |J A; = |J B;. Portanto,

p([_j Ai) _ p(fj Bi): gwm < §P<Ai>,

em que na segunda igualdade usamos o item (i7) da Defini¢ao (ICH), j4 que os conjuntos
B; sao disjuntos. Na primeira igualdade e na desigualdade usamos as duas observagoes

dadas acima. O

1.1.1 Probabilidade Condicional

Definig¢ao 1.9. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Dado dois eventos A, B € A,
sendo P(B) > 0, definimos a probabilidade condicional de A dado B por

P(AN B)

PAIB) = —5 5

Intuitivamente, condicionar o evento A ao evento B significa restringir o espago amos-
tral ao evento B.
Vejamos um teorema que mostra a relagao entre a probabilidade de A acontecer dado

que B aconteceu e a probabilidade de B acontecer dado que A aconteceu.

Teorema 1.1 (Teorema de Bayes). Sejam Bi, Ba,... eventos, todos de probabilidade
positiva, que particionem o espaco §2, ou seja, sdo disjuntos e sua unido € iqual a €.

Dado um evento A, vale que
(a) P(A) = >_ P(A|By) - P(By);
k=1

(b) Suponha que P(A) > 0. Entao, para qualquer indice i € N,
P(A|B;) - P(Bi)

P(BilA) = = :
> P(A|By) - P(By)
k=1
Demonstragao. Sejam By, Bs, ... eventos, todos de probabilidade positiva, que particio-

nem o espago amostral §2.

(a) Como By, Bs, ... particionam {2, temos que Q2 = |J B.
k=1
Considere um evento quaquer A € A. Logo, A=ANQ =AN( Bx) = U (ANBy).
k=1 k=1
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Como os By, sao disjuntos, temos que A N By também sao disjuntos. Dai, P(A) =

P(U (AN By)). Pelo item (i7) da Defini¢ao (ITA) dos Axiomas de Kolmogorov, segue
qué
P(A) =) P(AN By).
k=1

Pela Defini¢ao (I9), temos que
P(A) =) P(A|By) P(B).
k=1

(b) Temos que
P(B; N A)
P(A)

Pela Defini¢do (IT9) e pelo item (a) da demostracao anterior, temos que

P<Bi|A) =

P(A[B;) - P(Bi)

kZ:)lP(A\Bk) -P(By)

P(B;|A) =

]

Exemplo 1.6. Duas mdquinas, My e M, sio responsdveis por 60% e 40%, respectiva-
mente, da producdo de uma empresa. Os indices de pecas defeituosas na producdo destas
mdquinas valem 3% e T% respectivamente. Se uma peca defeituosa foi selecionada da

produgdo desta empresa, qual é a probabilidade de que tenha sido produzida pela mdquina
My ?

Inicialmente, vamos definir os eventos:
M, = [pega produzida por M];

M, = [pe¢a produzida por Ms);
D = [peca defeituosal.

Queremos encontrar P(My|D).

Pelo Teorema de Bayes, seque que

P(D|M2)P(M,)
(D|My)P(My) + P(D|M2)P(Ms)

P(M|D) = P
Pelo enunciado da questdo, temos que
P(M;) = 0,60,

P(M,) = 0,40,
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P(D|M;) = 0,03,
P(D|Ms) = 0,07.
Dat,

P(M,|D) = 0,07(0, 40) 0,028
277770,03(0,60) + 0,07(0,40) 0,046

Portanto, a probabilidade de uma peca escolhida ao acaso ser produzida pela mdquina My

~ 0,6087 = 60, 87%.

dado que ela é defeituosa é de aproximadamente 60, 87%.

1.1.2 Eventos Independentes
Definicao 1.10. Dizemos que dois eventos A e B sdo independentes se
P(ANB)=P(A)-P(B).

Logo, dois eventos sao independentes quando a ocorréncia de um nao afeta a probabi-
lidade de ocorréncia do outro. Observe que, se B tiver probabilidade positiva, temos que
P(A|B) = P(A). Analogamente, se A tiver probabilidade positiva, entao P(B|A) = P(B).

Definigao 1.11. Dizemos que os eventos Ay, As, ... € A sdo independentes dois a dois

se, para quaisquer i # j, vale
P(A; N A;) = P(A) - P(4;),

e dizemos que Ay, As, ... € A sao coletivamente independentes (ou simplesmente indepen-

dentes) se para qualquer familia finita de indices 1 < iy < iy < --- < i vale

P(ﬂA)z

Exemplo 1.7. Uma experiéncia consiste em lancar simultaneamente um dado e uma

l
P(A;,).
1

moeda. Qual a probabilidade de obter a face 4 no dado e uma cara na moeda?

A principio definiremos os eventos:
A = [Face 4 no dadol;

B = [Cara na moeda).

Como sao eventos independentes, temos que

P(ANB) =

(A) - P(B)
P(ANB) — L

12

ol
N | —
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1.2 Variaveis Aleatorias

Dado um fenémeno aleatério qualquer, com um certo espaco amostral, desejamos es-
tudar a estrutura probabilistica de quantidades associadas a esse fenomeno.

Por exemplo, ao descrever uma peca manufaturada podemos empregar duas classifi-
cagoes: defeituosa ou nao defeituosa. Para facilitar a analise, vamos atribuir um nimero
real a cada resultado do experimento. Assim podemos atribuir o valor zero as pecas nao
defeituosas e o valor um as defeituosas.

Este caracteristico numérico do resultado de um experimento é chamado de variavel
aleatoria. Nos podemos entender por variavel aleatoria uma funcdo que associa a cada
elemento do espago amostral (no exemplo anterior os elementos sdo defeituosa e nao
defeituosa) um nimero real. Assim, uma variavel aleatéria é um nimero real associado a

um resultado aleatério.

Definigao 1.12. Seja (Q, A P) um espago de probabilidade. Dizemos que uma fungdo

X : Q = R € uma varidvel aleatoria se, para todo intervalo I € R, vale
{weQ: X(w)el}eA.

As variaveis aleatorias sdo fundamentais para as aplicacoes, pois elas representam as

caracteristicas de interesse em uma populacgao.

Exemplo 1.8. Em uma linha de usinagem de pecas estamos interessados em controlar
o diametro das pegas produzidas. Neste caso, o resultado da medicao do diametro é a

variavel aleatoria de interesse.

Exemplo 1.9. Em um ensaio clinico, estamos interessados em avaliar o tempo de vida

dos pacientes. Neste caso, o tempo de vida corresponde a varidvel aleatoria.

Defini¢ao 1.13. (a) Uma varidvel aleatoria X € dita discreta se existe um conjunto enu-

merdvel B = {x1,1,...} CR tal que

P(X € B) =1.

(b) Uma varidvel aleatoria X € dita absolutamente continua se existe uma fungdo f :

R — R, digamos, continua por partes, tal que
b
Pla <X <b)= /f(x)dx, para quaisquer a,b € R.

Esta funcao f € chamada de densidade da varidvel aleatoria X. Note que sempre vale

:Lfoof(:c)d:c = 1.
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Vejamos alguns exemplos de varidveis aleatorias. Os primeiros quatro exemplos a
seguir sao de varidveis aleatérias discretas. Os demais sao de varidveis aleatérias absolu-

tamente continuas.

Exemplo 1.10. Uma varidavel aleatoria X ¢é dita ter Distribuicio Bernoulli de parametro
pe(0,1) se
PX=1)=peP(X=0)=1—-p

Notagao: X ~ Bernoulli(p).

Observe que uma varidvel aleatoria de Bernoulli € aquela que assume apenas dois
valores, 1 para sucesso e 0 para fracasso.

Um exemplo classico de uma varidvel aleatéria de Bernoulli é uma jogada unica de

uma moeda. A moeda pode dar coroa com probabilidade p e cara com probabilidade 1 — p.

Exemplo 1.11. Uma varidavel aleatoria X é dita ter Distribuicdo Geométrica de parame-
trop € (0,1) se
P(X =k) = (1—p)* p.

Notagao: X ~ geom(p).
Uma varidvel aleatoria geométrica representa o niumero de tentativas até obter o pri-
meiro sucesso repetindo um experimento cujo resultado é sucesso com probabilidade p e

fracasso com probabilidade 1 — p.

Exemplo 1.12. Uma varidvel aleatoria X € dita ter Distribuicdo Binomial de parametros

neN epe(0,1) se
Pec= 1) = ()t

Notagao: X ~ binom(n,p).
Uma variavel aleatoria binomial representa o numero de sucessos quando repetimos n
vezes, de maneira independente, um experimento cujo resultado € sucesso com probabili-

dade p e fracasso com probabilidade 1 — p.

Exemplo 1.13. Uma varidvel aleatoria X ¢é dita ter Distribuicao Poisson de parametro

A>0 se
)\k
P(X =k)=e .
k!
Notagao: X ~ Poisson(\).

Uma varidvel aleatoria de Poisson é aplicdvel quando o niumero de possiveis ocorrén-
ctas discretas é muito maior do que o numero médio de ocorréncias em um determinado
intervalo de tempo ou espaco.

Algumas aplicagoes sdo: acidentes envolvendo automoveis, niumero de usudrios de
computador ligados a internet, niumeros de carros que chegam ao posto de gasolina, quan-
tidade de clientes que passam no caiza de um supermercado e erros de digitagdo que

ocorrem em determinado periodo de tempo.



1.2. VARIAVEIS ALEATORIAS 12

Exemplo 1.14. Uma varidavel aleatoria X ¢ dita ter Distribuicaio Uniforme no intervalo

[c,d] se tem densidade

Notagio: X ~ Ule,d).

Na Figura (W) hd uma ilustragao da densidade desta distribuicdo.

fﬂ

I
I
I
I
I
I
c d

Figura 1.1: Densidade da varidvel aleatéria X ~ Ulc, d].

Um caso particular importante é X ~ U[0,1]. Assim,

b
P(a<X<b):/1da::b—a,
para quaisquer 0 < a < b < 1.
Na varidvel aleatoria uniforme, a probabilidade de gerar qualquer ponto em um inter-

valo contido no espaco amostral é proporcional ao tamanho do intervalo.

Exemplo 1.15. Uma varidvel aleatoria X € dita ter Distribuicao Fxponencial de para-

metro A > 0 se tem densidade

e M x>0,
fx) =
0, x < 0.
Notagao: X ~ exp()).

Na Figura (IZ2) hd uma ilustracio da densidade desta distribuicdo.
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Figura 1.2: Densidade da varidvel aleatoria X ~ exp(\).

A wvaridvel aleatoria exponencial pode ser utilizada para descrever as probabilidades
envolvidas no tempo que decorre para que um determinado evento acontega.

Hd uma conexdo muito proxima entre a distribuicdo FExponencial e a de Poisson. As
relagoes entre essas duas distribuicoes podem ser associadas a um processo estocdstico,
chamado de processo de Poisson. Para exemplificar: se queremos caracterizar o niumero
de gols por partida de futebol, essa varidvel aleatoria é uma Poisson. Ademais, podemos
ainda caracterizar o tempo entre essas ocorréncias, sendo que essa varidvel aleatoria é

uma Exponencial.

Exemplo 1.16. Uma varidvel aleatoria X ¢é dita ter Distribuicao Normal ou Gaussiana

2 2

de parametros i e 0, sendo p a média e o° a varancia da distribuicdo, se tem densidade

xr—

e 202

H@) = Z—-

Notagio: X ~ N(p,0).

A Figura (I33) dilustra a densidade da varidvel aleatdria gaussiana.

A

_

Figura 1.3: Densidade da varidvel aleatéria X ~ N(u,0).

7 x

A distribuicao normal € a mais importante distribuicio continua. Sua importincia se
deve a vdrios fatores, entre eles podemos citar o Teorema Central do Limite, que é um

resultado fundamental em aplicacoes prdaticas e teoricas, pois ele garante que, mesmo que
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0s dados nao sejam distribuidos sequndo uma normal, a média dos dados converge para
uma distribuicao normal conforme o niumero de dados aumenta.

Além disso, diversos estudos praticos tém como resultado uma distribuicdo normal,
sendo uma das mais utilizadas para modelar fenomenos naturais.

Podemos citar como exemplos a altura ou o peso de uma determinada populacao em
geral, a pressao sanguinea de um grupo de pessoas, o tempo que um grupo de estudantes
gasta para realizar uma prova e o numero de casos novos da COVID-19 no Brasil.

Um caso particular muito importante é quando temos a distribuicio normal padrao,

que € a distribuicao normal com =0 e 0? = 1.

1.2.1 Valor Esperado, Esperanca ou Média

Exemplo 1.17. Em um restaurante quando pedimos nossa comida e perguntamos para o
gargom quanto tempo leva para ficar pronto, ele vai nos fornecer um valor esperado, ou

seja, o tempo médio em que a comida deve demorar para ficar pronta.

Exemplo 1.18. Quando estamos em um ponto de onibus e perguntamos para a pessoaq
ao lado quanto tempo leva até que o proximo onibus venha, ela prontamente vai nos dar

o valor esperado, o qual ela consequiu constatar depois de algum tempo de experiéncia.

Nos exemplos acima, o gargom e a pessoa que esperava no ponto de 6nibus resumiram
toda a informac¢ao de um modelo em um tnico ntimero, o valor esperado. A esperanca
de uma variavel aleatéria é o valor médio esperado como resultado da respectiva varidvel
aleatoria, o qual nao precisa ser um valor possivel de ser observado, conforme defini¢ao a

seguir.
Definicao 1.14. Seja X uma varidvel aleatoria.

(a) Se X € discreta assumindo os valores {1, xs, ...}, entdo definimos a esperanca de X

(caso exista) como

(b) Se X € absolutamente continua com densidade f : R — R, entdo definimos a

esperanga de X (caso exista) como
“+o0o
EX = /:Ef(x)dx

Para evitar ambiguidades, é comum escrever E[X] em vez de EX para enfatizar sobre

qual varidvel aleatéria (ou quais varidveis aleatérias) a esperanca esta sendo tomada.
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Exemplo 1.19. Considere que em um certo jogo o apostador ganhe 1 real com probabili-
dade i e perca 1 com probabilidade %. Desta forma, o valor esperado da varidvel aleatoria

X, que representa o seu ganho, serd

o (D)o (2) L

1 ndo é um valor possivel de ser observado.

Note que —3

Proposicao 1.3. (a) (Monotonicidade) Se X <Y wvaridveis aleatorias, entaio EX < EY
(b) (Linearidade) Se Z = aX +Y, entao EZ = aEX + EY;

(c) (Esperanca do Produto) Se X e Y sao wvaridveis aleatorias independentes, entdo
E[XY] = E[X].E[Y];

(d) (Mudanga de Varidveis) Dada h : R — R e X wvaridvel aleatoria, entdio

+o0
E[R(X)] = 3 hai)P(X = o),
k=1
se X ¢ discreta, ou
Eb(X)] = [ ha)f(z)ds,

se X for absolutamente continua.

1.2.2 Variancia

Suponha que X seja a duragao de vida de lampadas que estdao sendo recebidas de um
fabricante e que E(X) = 1000 horas. Isto pode significar que a maioria das ldmpadas
devem durar um périodo de tempo compreendido entre 900 horas e 1100 horas. Poderia
significar também que as lampadas sao formadas por dois tipos muito diferentes: cerca da
metade é de muita boa qualidade e durara aproximadamente 1400 horas, enquanto qua a
outra metade é de muito ma qualidade e durara aproximadamente 600 horas.

Assim, existe uma necessidade 6bvia de se introduzir uma medida que possa distinguir
entre essas duas situagoes.

Na Teoria da Probabilidade, a variancia de uma variavel aledtoria é uma medida da
sua dispersao, indicando o “quao longe” em geral seus valores se encontram do valor

esperado.
Definigao 1.15. A wvariancia de uma varidavel aleatoria X € definida por
Var(X) =E[X — E(X)]?,

caso a esperanca acima exista. Em palavras, a variancia de uma varidvel aleatoria repre-

senta uma medida de dispersdo da variavel aleatoria X em torno da média.
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Observagao: Esta férmula serve tanto para varidveis discretas, quanto para varidveis

continuas.

Proposicao 1.4. A variancia satisfaz

(a) Var(X +c¢) = Var(X), para qualquer ¢ € R;
(b) Var(aX) = a*Var(X), para qualuger a € R;
(c) Var(X) = E[X?] - (EX)

(d) Se X eY sao independentes, entio Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y);

(e) Se Xi,---, X, sdo independentes, entdio Var(z Xk>: Var(Xy).
k=1

k=1

Demonstragio. Os itens (a) e (b) sdo consequéncia imediata da linearidade da esperanca.

Para o item (c),
Var(X) = E[(X —EX)?
= E[X?-2X - -EX + (EX)?
= E[X? - (EX)%
Para o item (d),
Var(X+Y) = E[(X +Y)% — (EX +EY)?
= E[X?+2XY +Y? — (EX)? - 2EX -EY — (EY)?

= Var(X)+Var(Y).

Para o item (e), basta fazer indugao. O

1.3 Desigualdade de Tchebyshev

Veremos agora a Desigualdade de Tchebyshev, um importante resultado envolvendo
esperanca de variaveis aleatérias. Faremos uso desta desigualdade nas demonstragoes da
Lei Fraca e da Lei Forte dos Grandes Numeros. Antes, precisamos definir o que é a Funcao

Indicadora.

Definig¢ao 1.16 (Funcao Indicadora). Dado um conjunto A, definimos a chamada fun¢do

indicadora 1 4 por

1, xz€A,
0, z=¢ A



1.4. LEMA DE BOREL-CANTELLI 17

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Tchebyshev). Sejam X > 0 varidvel aleatoria e A > 0

um numero real. Entdo

EX
P(X > ))<=~

Demonstragao. Considere a decomposicao de X utilizando a fun¢ao indicadora da seguinte

maneira:
X = X]I[Xz)\} —{—X]I[X<)\].

Pela linearidade da esperanca, temos que
EX = E[X1x>y] + E[XTx 5]

Como X > 0, temos que as trés esperancgas acima sao nao negativas. Por linearidade e

monotonicidade, segue que

Portanto,

1.4 Lema de Borel-Cantelli

O Lema de Borel-Cantelli ¢ um célebre lema da Teoria das Probabilidades denominado
desta forma em homenagem a dois mateméaticos probabilistas: Emile Borel e Francesco
Paolo Cantelli. Ele garante que se a probabilidade de algo acontecer for finita, entao as
chances sao zero de acontecer infinitas vezes. Além disso, ele afirma que se algo possui uma
chance de acontecer e for tentado um nimero grande de vezes, de maneira independente,
isto acontecerda com 100% de chance, mesmo que esta chance seja infima.

Utilizaremos o Lema de Borel-Cantelli para demonstrarmos a Lei Forte dos Grandes
Numeros.

Antes de enunciarmos o lema, vamos definir uma operacao entre conjuntos. Dados os

conjuntos Ai, As, ..., definimos
o0 o
limsup A,, = ﬂ U Ap.
n n=1k=n
Observe que limsup A,, é o conjunto de resultados que ocorrem infinitas vezes dentro

n
da sequéncia de eventos infinita A,. Logo, ele pode ser descrito como o conjunto
{w : w pertence a A,, para infinitos indices n € N}.

Assim, é costume denotar limsup A,, por [A4, infinitas vezes| ou simplesmente por [A,, i.
n

V.
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Proposicao 1.6 (Lema de Borel-Cantelli). Seja (2, A,P) um espago de probabilidade e

considere 0s eventos Ay, Ag, ... € A.

(a) Se i P(A,) < oo, entio P(A,, iv.) =0;
n=1

(b) Se Ay, Asy, ... sio independentes e Y P(A,) = oo, entio P(A, i.v.) = 1.

n=1

Demonstragdo. Considere os eventos Aj, As, ... € A.

(a)

oo
o0
Como Y P(A,) < oo, temos que esta série é convergente. Desta forma, klim E P(A,)
—00

n=1 n=~k

0. Como para qualquer n € N,

AU U

n=1k=n

Pela monotonicidade da probabilidade, detalhada no item (vi) da Proposicao (),

(ﬂ U Ak)< P(U Ak)s gmm,

n=1k=n

temos que

em que na ultima desigualdade utilizamos a subaditividade descrita na Proposi¢ao
(2). Como a série é convergente, deduzimos que o lado esquerdo no comego das

desigualdades é nulo. Portanto,

P(A, i.v.) = 0;

Para provarmos este item, precisamos mostrar que P(U;o:k Ai) = 1, para todo na-
tural k, pois a interse¢do enumeravel de eventos de probabilidade um também tem

probabilidade igual a um. Para isso definimos

B, =D GAk D 6‘41«‘
k=n k=n

Aqui, é mais conveniente trabalhar com eventos complementares. Logo, usando as

Leis de De Morgan e independéncia de eventos (Definigdo 1), obtemos

%) < B([) 41) = [T04h) = [T - B

T

Aplicando a desigualdade 1 — x < e™*, que vale para todo z real, 0 < x < 1, segue

que
P(BY) < exp< ZIP’ (Ag) )

Ademais, como a soma das probabilidades de A, diverge, deduzimos que ]P’(BEL) =0,

ao tormar n — oo, ou seja, P(B,) =1
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]

Exemplo 1.20. Um exemplo classico do Lema de Borel-Cantelli é o do macaco que
escreve Shakespeare. Ao colocarmos um macaco em frente de uma mdquina de escrever,
em um intervalo de tempo infinito ele ird, com probabilidade 1, escrever a obra completa
de William Shakespeare. Supondo que as realizacoes sejam independentes e as repeticoes

infinitas, ele ndo escreverd apenas uma vez, mas infinitas vezes.



Capitulo 2

Lei Fraca dos Grandes Numeros

Iremos apresentar neste capitulo a Lei Fraca dos Grandes Nimeros, onde salienta que a
média amostral de um determinado experimento converge em probabilidade para a média
populacional, ou seja, a probabilidade da média dessas variaveis aleatérias se afastarem

da média populacional tende a zero quando o tamanho dessas amostras crescem.

Exemplo 2.1. Considere o lancamento de um dado ndao viciado de forma aleatoria. Seja
o evento em que obtemos o numero 2. Logo, a probabilidade de que o nimero 2 apareca é

(o dado tem 6 faces, uma delas € 2).

=

A Lei dos Grandes Numeros nos diz que a medida que aumentamos o numero de
repeti¢oes da nossa experiéncia (fazemos mais langamentos do dado), a frequéncia relativa
com que o evento se repetird (obtermos 2) ficard mais préxima de uma constante, que terd
um valor iqual & sua probabilidade (3 ou 16,67%).

E posstvel que nos primeiros 10 ou até 20 lancamentos, a frequéncia com que conse-
quiremos 2 nao serd de 16%, mas de outro percentual. Porém, d medida que fazemos mais

e mais lancamentos, a frequéncia com que o 2 aparece serd muito prozima de 16,67%.

A seguir veremos o tipo de convergéncia que utilizaremos para demonstrar a Lei Fraca

dos Grandes Numeros.

2.1 Convergéncia em Probabilidade

Definicao 2.1. Dadas as varidveis aleatorias X e X, comn € N, dizemos que a sequén-

cia X, converge a X em probabilidade se, para todo € > 0,

lim P(|X — X,| >¢) =0.

n—-+00

Notacao: X, 5 X,
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A convergéncia em probabilidade de X,, para X afirma que, para qualquer ¢ > 0, a
probabilidade de X, estar a uma distancia maior do que € de X se torna arbitrariamente

pequena quando n cresce.

2.2 Lei Fraca dos Grandes Numeros

Vejamos o enunciado e a demonstragao da Lei Fraca dos Grandes Numeros.

Teorema 2.1 (Lei Fraca dos Grandes Numeros). Sejam X, Xo, ... varidveis aleatdrias
independentes tais que E[X}] = pe E[X?] < ¢ < co,Vk € N. Denote S, = X; + X +
-+ X,,. Entao,
Sn P
- .
n

Demonstracao. Queremos mostrar que para todo € > 0
S
]P’( — —,u‘> e)—> 0,

n
Note que, multiplicando toda a inequacgao por n e elevando ao quadrado toda a ine-

quando n — oo.
quagao, temos

p(s

—
Pela Desigualdade de Tchebyshev, temos que

” >5):P(|Sn—n,u| > ne) = P(|S, —nu|? > n?e?).

E[(S, — )]

2 _ 2.2
P(|Sy, — nu|* > ne”) < 32

(2.1)

Vamos calcular E[(S,, — nu)?] separadamente. Observe que, usando a linearidade da

esperanga, temos que
E[S,) = EXi+Xo+...+ X,
= E[X |+ E[Xs] +... +E[X,]
= np.
Assim,

E[(S, —np)’] = Var(S,)

= Var(zn: X;)
i=1

= ZV@T(XZ»),

(2.3)
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em que na ultima igualdade usamos o item (e) da Proposi¢ao (I4).

Além disso, pelo item (¢) da Proposicao (I4), segue que

3

E[(S, —nu)?’] = > (B[X7] - (E[Xi])?)

i=1

IN

ne — np?

IN

nc.

Portanto, na expressao (E) temos que
_ 2
]P( Sh, ‘> €)< E[(S, — nu)?] o e c

— K
que tende a zero quando n — oo, concluindo a demonstracao. O

n

Exemplo 2.2. Consideremos uma sequéncia de ensaios binomiais independentes, tendo
a mesma probabilidade p de sucesso em cada ensaio. Se S, € o numero de sucessos nos

PTIMeEIros N ensaios, entao:

Sn P
n
De fato, seja
1, se o n-ésimo ensaio € sucesso,
X, =
0, se o n-ésimo ensaio ¢ fracasso.

Entao, X1, Xs, ... sao independentes, identicamente distribuidas e integraveis com mé-
dia p = p. Além disso, E(X?) < co. Portanto, a Lei Fraca dos Grandes Niumeros implica

que

ou, equivalentemente,



Capitulo 3

Lei Forte dos Grandes Numeros

Neste capitulo, veremos a Lei Forte do Grandes Nimeros. Ela é similar a Lei Fraca dos
Grandes Ntumeros, porém utilizando uma nocgao mais forte de convergéncia. Enquanto
a Lei Fraca assegura que para um valor grande de n, a média % ¢é proxima de g com
alta probabilidade, a lei ndo informa que, uma vez estando préxima de u, a sequéncia de
médias permanecera préxima de u, que é o que garante a Lei Forte dos Grandes Niimeros.

Inicialmente, vejamos a definigdo da convergéncia utilizada nesta lei e sua relagdo com

a convergéncia em probabilidade.

3.1 Convergéncia Quase Certa

Defini¢ao 3.1 (Convergéncia Quase Certa). Sejam X, Xy, Xo, ... wvaridveis aleatdrias
definidas no espago de probabilidade (2, A, P). Dizemos que a sequéncia X, converge
quase certamente para X se existe um evento A € A tal que P(A) =1 e, para todo w € A,

vale

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notagao: X,, - X q.c.

A convergéncia quase certa diz que, com probabilidade 1, a sequéncia dos resultados
X, converge para o resultado X. Isto significa que os valores de X,, se aproximam do valor
de X no sentido de que os eventos para os quais X,, nao converge a X tém probabilidade
ZEro.

Vejamos algumas propriedades da convergéncia quase certa.

Proposicao 3.1. Se X,, = X ¢q.c. eY,, =Y q.c., entdo:
(a) X, +Y,—> X+Y qc.;
(b) SeceR, entio X, +¢c— X +c¢ qc.;

(¢) Para todo o € R, vale que . X,, — a. X q.c.;
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(d) X, =Y, = X-Y qc;

(e) Se f:R — R € continua, entio f(X,) — f(X) q.c.;

(f) Se PlY =0] =P[Y,, =0] =0, para todo n € N, entao X,,/Y,, — X/Y q.c.;
Proposicao 3.2. Se X,, — X q.c., entao X, 5 x.

Demonstracao. Defina o conjunto

DX

B =

G|:|Xk—X|>6

1 k=n

n

Afirmacgao: P(B) = 0.
De fato, como X,, = X q.c., temos que existe um evento A € A tal que P(A) =1 e,

para todo w € A,
lim X, (w) = X(w).

n—so0
Observe que B C A°. Logo, pela monotonicidade da probabilidade (item (vi) da
Proposi¢ao T), temos que P(B) < P(A¢). Além disso, como P(A) = 1, temos que
P(A¢) = 0. Dai, P(B) <P(A°) = 0. J& que P(B) > 0, concuimos que P(B) = 0.
Agora, defina

o0

Bn:U[|Xk—X|>5}.

k=n
Como B,, \ B, pela continuidade da probabilidade (item (viii) da Proposi¢ao 1), temos
que P(B,) \( P(B) = 0. Ademais, note que [| X, — X| > ¢] C B,. Logo, novamente pela
monotonicidade da probabilidade, P[|X,, — X| > ¢] < P(B,,). Portanto, X, X O

3.2 Lei Forte dos Grandes Numeros

Vejamos agora o enunciado e a demonstracao da Lei Forte dos Grandes Numeros.

Teorema 3.1 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Sejam Xy, X, ... varidveis aleatdrias
independentes identicamente distribuidas com E(X;) = p e EX} < oo. Seja S, = X1 +
Xo+ ...+ X,,. Entao,

Sn
— — U q.c.
n

Demonstracao. Primeiramente, suponha que a média de X; ¢é igual a 0. Logo, iremos

mostrar que % converge para 0 quase certamente. Como EX} < oo ¢é finito, temos que

ES) = E[(X; + Xo + ... + X,,)"].

ESY =E[(X1+Xo+ ... + X)) (X1 + X0+ X)) (X1 + X+ X)) (X X+ + X))
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Aplicando a distributividade nos fatores do valor esperado, obtemos uma expansao que
resulta em termos X, X} X, XZ»ZXJZ, X2X; X, e X;X; X, X, em que i,j,k e [ sdo todos
diferentes.

Pela linearidade da esperanca, temos que

ES) = >  E[X;X;X.X|.
1<i,jk,l<n
Como as variaveis aleatorias sao independentes, o produto da esperanga é a esperanca
do produto. Além disso, como por suposicao todas as variaveis aleatorias X; tém média

0, resulta da independéncia destas variaveis que
E[X}X;] = E[X]]E[X;] = 0;

E[X7?X;Xi] = E[X7]E[X;]E[X;] = 0;

E[X;X; X, X)) = 0.

Assim, para que um termo E[X;X; X} X] seja ndo nulo, temos apenas duas possibili-
dades:

(i) Os quatro indices sdo iguais, da forma EX}; ou

(ii) Sdo dois pares de indices iguais, da forma E[X7?X?] = (EX?)?, onde esta tltima

igualdade é devido as variaveis X; possuirem a mesma distribuicao.

Vamos calcular quantos de cada um destes termos nés temos. Para quatro indices

iguais, temos n possibilidades. Ja para escolher dois pares de indices iguais (sendo os

pares diferentes), temos () = 2!(7?12)! = ”(n;l)
41

Ma—2) = 6 maneiras diferentes dentre i, j, k, . Logo,

possibilidades. Ademais, estes dois pares

podem aparecer de (;) =

(n—1)

ES! = nEX* + 62 (EX2)%.

Pela hipétese de independéncia, como

Var(X}) = E[X]] — (E[X]])* > 0,

()

temos que
(E[X2))? < E[X{] < oo.

Dai, do desenvolvimento anterior, obtemos que

ES, < nEX/+3n(n-1)EX;
(3n* — 2n).EX}
< 3n*EX}

en?,

em que ¢ = 3EX}, j4 que EX} ¢ finita.

2
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Utilizando a Desigualdade de Tchebyshev, temos que
ES: < am®
(ne)* = niet  n2et’

Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que

Sy
P(u > € i.v.): 0,
n
|Sn|

o que implica que, a partir de certo natural ng aleatorio, = ¢ sempre menor do que

P(|S,] > ne) <

e > 0. Como € > 0 é arbitrario, temos que 2= — 11 q.c.
n

Agora, suponha que p # 0. Dai, aplicamos o argumento anterior as variaveis aleatérias
/ 7’ .
X, = X; — i1, que possuem média zero. Portanto,

(X =)+ (X =)+ + (X —p)

— 0 q.c.,

o que implica que

n

— — L q.c.
n
]

Exemplo 3.1. Uma aplicacao da Lei Forte dos Grandes Numeros que estd relacionada
a Teoria da Renovagao pode ser encontrada no livro (DURRETT, 2004). A Teoria da
Renovagao é um campo especial da Teoria da Probabilidade que lida com processos que se
comportam da maneira como se comportavam quando o experimento comegou, apos cada
vez que o estado inicial foi alcangado.

Sejam X1, Xs, ... varidveis aleatorias independentes identicamente distribuidas com
0 < X; < 0. Considere S,, = X1+ ... + X,, e pense em S,, como o tempo da n-ésima
ocorréncia de algum evento.

Pensando em uma situacdo concreta, considere um diligente zelador que substitur uma
lampada no instante em que ela queima, ou seja, admitimos que o tempo que gastamos
para identificar o problema e trocar de lampada é muito pequeno e pode ser assumido como
instantaneo. Suponha que a primeira lampada é colocada no tempo 0 e seja X; o tempo
de vida da i-ésima lampada. Nesta interpretagdao, S, é o tempo que a n-ésima lampada
queima e Ny = sup{n : S, <t} é o nimero de limpadas que queimaram até o tempo t.

Pela Lei Forte dos Grandes Numeros,

& — EX; q.c.
n
Outros exemplos seriam para trabalhos de manutengdo mais gerais ou para tempos
de atendimento ao cliente, que aparecem em um ponto de expedicio de acordo com uma
distribuicao predeterminada e formam wma fila. Nestes casos, a Teoria de Renovacao
fornece informacgoes para intervalos de manutencao ideais ou pessoal ideal nos pontos de

Servico.



Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foi apresentada uma abordagem da Lei dos Grandes Numeros. Para tanto,
foi utilizado o livro (FRANCQ, 21211) como principal referéncia bibliogrdafica, além de
(DURRETT, 2004), (LAMES, 2013), (CARVALHO etall, Z00F) e (LIMA, 1976, Volumé
1).

Primeiro, foram analisados alguns conceitos iniciais de probabilidade relevantes para
o entendimento dos resultados principais. Neste processo, foram apresentados a Desigual-
dade de Tchebyshev e o Lema de Borel-Cantelli, ferramentas essenciais para as demons-
tracoes da Lei Fraca e da Lei Forte dos Grandes Numeros.

Depois, dedicamos um capitulo para cada uma das leis, a Lei Fraca e a Lei Forte.
Neles, definimos os tipos de convergéncia a serem utilizados e enunciamos e demonstramos
0s resultados.

Concluimos destacando que este trabalho provoque wm interesse por parte dos leito-
res, que contemple situacoes em que acenda a necessidade de continuar com a pesquisa,
levando-os a necessidade de investigar, visando que esse assunto possui diversos topicos
interessantes que podem ser explorados, abrindo um vasto campo de novos projetos.

Ademais, temos como foco facilitar a compreensao e acessibilidade dos alunos, visto
que atraves do tema abordado e das demonstragoes apresentadas, torna possivel o acesso

deste contetido que nao é muito explorado.
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